
▼❛①✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣② ❇♦♦tstr❛♣ ❢♦r ❚✐♠❡ ❙❡r✐❡s✿

❚♦② ❊①❛♠♣❧❡ ❊①♣♦s✐t✐♦♥

❍r✐s❤✐❦❡s❤ ❉✳ ❱✐♥♦❞

❋♦r❞❤❛♠ ❯♥✐✈❡rs✐t②

❆✉❣✉st ✷✷✱ ✷✵✷✸

❚♦② ❊①❛♠♣❧❡

❚❤❡ ▼❛①✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣② ❇♦♦tstr❛♣ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ❡①❛♠♣❧❡✳ ▲❡t t❤❡
s❡q✉❡♥❝❡ xt = (4, 12, 36, 20, 8) ❜❡ t❤❡ s❡r✐❡s ♦❢ ❞❛t❛ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❡r✐♦❞
t = 1 t♦ t = 5 ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst t✇♦ ❝♦❧✉♠♥s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳ ❲❡ ❥♦✐♥t❧②
s♦rt t❤❡s❡ t✇♦ ❝♦❧✉♠♥s ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ❛♥❞ ♣❧❛❝❡ t❤❡ r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ♥❡①t
t✇♦ ❝♦❧✉♠♥s ✭❚❛❜❧❡ ✷ ❝♦❧✉♠♥s ✸ ❛♥❞ ✹✮✱ ❣✐✈✐♥❣ ✉s t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ✐♥❞❡① ✈❡❝t♦r ✐♥
❝♦❧✉♠♥ ✸✳

◆❡①t✱ t❤❡ ❢♦✉r ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❈♦❧✉♠♥ ✺ ❛r❡ s❡❡♥ t♦ ❜❡ s✐♠♣❧❡ ❛✈❡r❛❣❡s
♦❢ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ♦r❞❡r st❛t✐st✐❝s✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t✇♦ ♠♦r❡ ✭❧✐♠✐t✐♥❣✮ ✧✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✧
♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙t❡♣ ✸ ❛❜♦✈❡✳ ❯s✐♥❣ ✶✵✪ tr✐♠♠✐♥❣✱
t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ z0 = −11 ❛♥❞ zT = 51✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡ s✐① zt
✈❛❧✉❡s ✇❡ ❜✉✐❧❞ ♦✉r ✜✈❡ ❤❛❧❢ ♦♣❡♥ ✐♥t❡r✈❛❧s✿

U(−11, 6]× U(6, 10]× U(10, 16]× U(16, 28]× U(28, 51]

❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥tr♦♣② ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ▼❊ ❜♦♦tstr❛♣ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦♠❜✐✲
♥❛t✐♦♥ ♦❢ T ✉♥✐❢♦r♠ ❞❡♥s✐t✐❡s ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r ✭t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢✮ T ❤❛❧❢ ♦♣❡♥ ✐♥t❡r✈❛❧s✳

❚✐♠❡ xt

❖r❞❡r✐♥❣

✈❡❝t♦r

❙♦rt❡❞

xt

■♥t❡r♠❡✲

❞✐❛t❡

♣♦✐♥ts

❉❡s✐r❡❞

♠❡❛♥s

❯♥✐❢♦r♠

❞r❛✇s

Pr❡❧✐✲

♠✐♥❛r②

✈❛❧✉❡s

❋✐♥❛❧
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✺ ✽ ✸ ✸✻ ✸✷ ✵✳✶✶ ✷✸✳✾✺ ✻✳✼✵

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ▼❊ ❜♦♦tstr❛♣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✶
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❋✐❣✉r❡ ✶✿ ▼❛①✐♠✉♠ ❡♥tr♦♣② ❞❡♥s✐t② ❢♦r t❤❡ xt = 4, 12, 36, 20, 8 ❡①❛♠♣❧❡✳

❃ ①① ❁✲ ❝✭✹✱✶✷✱✸✻✱✷✵✱✽✮ ★♦r✐❣✐♥❛❧ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✉♣ ❛♥❞ ❞♦✇♥ s❤❛♣❡

❃ tr✐♠♣r♦♣ ❁✲ ✵✳✶✵ ★tr✐♠♠✐♥❣ ♣r♦♣♦rt✐♦♥

❃ r❡❛❝❤❜♥❞ ❁✲ ❋❆▲❙❊ ★r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ r❛♥❣❡ ❢♦r❝❡❞ ♦r ♥♦t❄

❃ ★ ✉♥✐❢♦r♠ ❞r❛✇s ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶ ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r

❃

❃ ♣ ❁✲ ❝✭✵✳✶✷✱ ✵✳✽✸✱ ✵✳✺✸✱ ✵✳✺✾✱ ✵✳✶✶✮

❃ ♥ ❁✲ ❧❡♥❣t❤✭①①✮

❃ ① ❁✲ s♦rt✭①①✮

❃ ♦r❞①① ❁✲ s♦rt✭①①✱ ✐♥❞❡①✳r❡t✉r♥❂❚❘❯❊✮

❃ ♣r✐♥t✭❝✭✧♦r❞①①❂✧✱♦r❞①①✮✮ ★✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❞♦❧❧❛r ✐① ❛♣♣❡♥❞✐♥❣
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❬✶❪ ✶ ✺ ✷ ✹ ✸

❃ ♣r✐♥t✭❝✭✧♦r❞①①✩✐①❂✧✱♦r❞①①✩✐①✮✮
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■♥❞❡① ❘❡t✉r♥ ❂ ❚❘❯❊ ✉s✐♥❣ s♦rt ❝♦♠♠❛♥❞

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ s♦rt ❝♦♠♠❛♥❞ ✇✐t❤ ✐♥❞❡①✳r❡t✉r♥❂❚❘❯❊ ✐s ✇♦rt❤ ❧❡❛r♥✐♥❣✳
■t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❧❛t❡r t♦ ♠❛♣ ❢r♦♠ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ✭✈❛❧✉❡s✮ ❞♦♠❛✐♥ t♦ t❤❡
t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ s♦rt ✇✐t❤ ♦♣t✐♦♥ ✐♥❞❡①✳r❡t✉r♥❂❚❘❯❊ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦
❛✈♦✐❞ ❡①♣❧✐❝✐t ✉s❡ ♦❢ s♦rt✐♥❣ ♦♥ t✇♦ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ ❞❛t❛✳

❃ ① ❁✲ s♦rt✭①①✮

❃ ① ★s♦rt❡❞ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ♦r✐❣✐♥❛❧ ①① ❞❛t❛ ✐♥ ✈❛❧✉❡s ❞♦♠❛✐♥

❬✶❪ ✹ ✽ ✶✷ ✷✵ ✸✻

❃ ★❡♠❜❡❞ ❣♦♦❞ ❢♦r ❣❡tt✐♥❣ ❛ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❧❛❣❣❡❞ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦❧✉♠♥

❃ ❡♠❜❡❞✭✶✿✹✱✷✮ ★❛❧❧♦✇s ♥♦ ✇♦rr② ❛❜♦✉t ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ ❧❛❣s

❬✱✶❪ ❬✱✷❪

❬✶✱❪ ✷ ✶

❬✷✱❪ ✸ ✷

❬✸✱❪ ✹ ✸

❃ ❡♠❜❡❞✭①✱ ✷✮ ★❛♣♣❧② ❡♠❜❡❞ t♦ ♦✉r s♦rt❡❞ ①①

❬✱✶❪ ❬✱✷❪

❬✶✱❪ ✽ ✹

❬✷✱❪ ✶✷ ✽

❬✸✱❪ ✷✵ ✶✷

❬✹✱❪ ✸✻ ✷✵

❃ ③ ❁✲ r♦✇▼❡❛♥s✭❡♠❜❡❞✭①✱ ✷✮✮

❃ ③ ★t❤❡s❡ ❛r❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡s

❬✶❪ ✻ ✶✵ ✶✻ ✷✽

❃ ❞✈ ❁✲ ❛❜s✭❞✐❢❢✭①①✮✮

❃ ❞✈ ★✈❡❝t♦r ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞✐❢❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ✽ ✷✹ ✶✻ ✶✷

❃ ❞✈tr✐♠ ❁✲ ♠❡❛♥✭❞✈✱ tr✐♠❂tr✐♠♣r♦♣✮

❃ ❞✈tr✐♠ ★tr✐♠♠❡❞ ♠❡❛♥ ♦❢ ❞✈

✸



❬✶❪ ✶✺

❃ ①♠✐♥ ❁✲ ①❬✶❪✲❞✈tr✐♠

❃ ①♠❛① ❁✲ ①❬♥❪✰❞✈tr✐♠

❃ ①♠✐♥ ★✉❧t✐♠❛t❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❢♦r r❡s❛♠♣❧❡❞ ❞❛t❛ ❣✐✈❡s ③❴✵

❬✶❪ ✲✶✶

❃ ①♠❛① ★✉❧t✐♠❛t❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❢♦r r❡s❛♠♣❧❡❞ ❞❛t❛ ❣✐✈❡s ③❴❚

❬✶❪ ✺✶

❡♠❜❡❞ ❝♦♠♠❛♥❞

❘ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡♠❜❡❞ ❊♠❜❡❞s t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ① ✐♥t♦ ❛ ❧♦✇✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥
s♣❛❝❡✳ ❲❡ ❛r❡ ✉s✐♥❣ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❂✷ ❤❡r❡✳ ■t ❣✐✈❡s ❧❛❣❣❡❞ ✈❛❧✉❡s ✐♥ s❡❝♦♥❞ ❝♦❧✉♠♥
♦❢ ❛ ♠❛tr✐① ✇✐t❤♦✉t ✇♦rr②✐♥❣ ❛❜♦✉t ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s✳

❞✈ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ s♦rt❡❞ ✈❛❧✉❡s✳
③ ❞❡♥♦t❡s ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ❞❡✜♥✐♥❣ ❤❛❧❢✲♦♣❡♥ ✐♥t❡r✈❛❧s It =

(z(t−1), zt]✳
❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ①♠✐♥ ✭z0 = −11✮ ❛♥❞ ①♠❛① ✭zT = 51✮ ❞♦ ♥♦t ❛♣♣❡❛r ✐♥

t❤❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❚❛❜❧❡✳

▼❛ss ❛♥❞ ▼❡❛♥ Pr❡s❡r✈✐♥❣ ❈♦♥str❛✐♥ts s❛t✐s❢② ❡r✲
❣♦❞✐❝ t❤❡♦r❡♠

❆ ❢r❛❝t✐♦♥ 1/T ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠✉st ❧✐❡ ✐♥ ❡❛❝❤
✐♥t❡r✈❛❧✳ ♠❡❜♦♦t r❡q✉✐r❡s ❡❛❝❤ ❤❛❧❢ ♦♣❡♥ ✐♥t❡r✈❛❧ It t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡q✉❛❧ ❝❤❛♥❝❡
❜❡✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡s❛♠♣❧❡✳

Σxt = Σx(t) = Σmt✱ ✇❤❡r❡ mt ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ f(x) ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧
It✳ ♠❡❛♥ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t✳

f(x) = 1/(z1 − z0), x ∈ I(1), m1 = 0.75x(1) + 0.25x(2), ✭✶❛✮

f(x) = 1/(zk − zk−1), x ∈ (zk − zk−1], ✭✶❜✮

✇✐t❤ ♠❡❛♥ mk = 0.25x(k−1) + 0.50x(k) + 0.25x(k+1) ✭✶❝✮

for k = 2, . . . , T − 1, ✭✶❞✮

f(x) = 1/(zT − zT−1), x ∈ I(T ), mT = 0.25x(T−1) + 0.75x(T ). ✭✶❡✮

❚❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❢♦r t❤❡ t✇♦ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❧❡❢t ❡♥❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛r❡ ✭✵✳✼✺✱ ✵✳✷✺✮
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ✭✵✳✷✺✱ ✵✳✺✵✱ ❛♥❞ ✵✳✷✺✮ ❢♦r ❛❧❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♥t❡r✈❛❧s

❲❡ ❤❛✈❡ T = 5 ❤❡r❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤r❡❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ♥❡❡❞✐♥❣ t❤❡s❡ ✇❡✐❣❤ts✳
❚❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❢♦r t❤❡ t✇♦ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ r✐❣❤t ❡♥❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛r❡ ✭✵✳✷✺✱ ✵✳✼✺✮

✹



Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠ ❞❡♥s✐t②

■❢ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✉♥✐❢♦r♠ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛r❡ ❛ t♦ ❜ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢
✉♥✐❢♦r♠ ✐s ❢✭ ✶✴✭❜✲❛✮✮

▼❡❛♥ ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠ ✐s ✭❛✰❜✮✴✷
❲❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥tr♦♣② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t♦ s❛② t❤❛t t❤❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣♦✐♥ts z0 t♦ zT ❛r❡ ❛❧❧ ✉♥✐❢♦r♠✳
❚❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♠❡❛♥s ❢♦r ♦✉r t♦② ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ♦r❞❡r st❛ts❂✭✹✱✽✱✶✷✱✷✵✱✸✻✮ ❛r❡
✭✻✰✶✵✮✴✷❂✽✱ ✭✶✵✰✶✻✮✴✷❂✶✸✱ ✭✶✻✰✷✽✮✴✷❂✷✷ ❢♦r ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♥t❡r✈❛❧s
❋♦r t❤❡ ❧❡❢t ❡①tr❡♠❡ ✇❡ ✉s❡ 0.75 ∗ x(1) + 0.25 ∗ x(2)❂✵✳✼✺✯✹✰✵✳✷✺✯✽❂✺
❋♦r t❤❡ r✐❣❤t ❡①tr❡♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❞❡s✐r❡❞ ♠❡❛♥ ✐s 0.25 ∗ x(T−1) + 0.75 ∗ x(T )

✵✳✷✺✯✷✵✰✵✳✼✺✯✸✻❂✸✷
s❡❡ ❧❛st t❛❜❧❡ ❝♦❧✉♠♥ ❡♥t✐t❧❡❞ ❞❡s✐♥t①❜ ✇✐t❤ ❡♥tr✐❡s ✭✺✱✽✱✶✸✱✷✷✱✸✷✮

❡♠❜❡❞ ❤❡❧♣s ❛❝❤✐❡✈❡ ❞❡s✐r❡❞ ♠❡❛♥s mt ♦❢ t❤❡ T ✐♥✲
t❡r✈❛❧s

■t ✐s ✇♦rt❤ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❤♦✇ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡♠❜❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❘ ✇♦r❦s ✇✐t❤ t❤✐s
t♦② ❡①❛♠♣❧❡ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♠❡❛♥ ♦❢ ✸ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r
t❤❡ t✇♦ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛t t❤❡ t✇♦ ❡♥❞s ♦❢ t❤❡ s❡r✐❡s✳

❃ ❡♠❜❡❞✭✶✿✺✱✸✮ ★❡♠❜❡❞✐♥❣ ✶✿✺ ❣✐✈❡s ✸ ❜② ✸ ♠❛tr✐①

❬✱✶❪ ❬✱✷❪ ❬✱✸❪

❬✶✱❪ ✸ ✷ ✶

❬✷✱❪ ✹ ✸ ✷

❬✸✱❪ ✺ ✹ ✸

❃ ★◆♦t❡ ❥✲t❤ ❝♦❧✉♠♥ ❤❛s ❧❛❣❂❥✲✶ ✈❛❧✉❡s✳ ❈♦❧✳✷ ❤❛s ❧❛❣ ✶

❃ ★◆♦t❡ ❡♠❜❡❞ r❡t❛✐♥s ♦♥❧② ♥♦♥✲♠✐ss✐♥❣ ❧❛❣ ✈❛❧✉❡s

❃ ①

❬✶❪ ✹ ✽ ✶✷ ✷✵ ✸✻

❃ t✭❡♠❜❡❞✭①✱✸✮✮★ tr❛♥s♣♦s❡ ❡♠❜❡❞ ♠❛tr✐①

❬✱✶❪ ❬✱✷❪ ❬✱✸❪

❬✶✱❪ ✶✷ ✷✵ ✸✻

❬✷✱❪ ✽ ✶✷ ✷✵

❬✸✱❪ ✹ ✽ ✶✷

❃ t✭❡♠❜❡❞✭①✱ ✸✮✮✯❝✭✵✳✷✺✱✵✳✺✱✵✳✷✺✮ ★♠✉❧t✐♣❧② ❜② ✇❡✐❣❤ts

✺



❬✱✶❪ ❬✱✷❪ ❬✱✸❪

❬✶✱❪ ✸ ✺ ✾

❬✷✱❪ ✹ ✻ ✶✵

❬✸✱❪ ✶ ✷ ✸

❃ t✭t✭❡♠❜❡❞✭①✱ ✸✮✮✯❝✭✵✳✷✺✱✵✳✺✱✵✳✷✺✮✮ ★tr❛♥s♣♦s❡ t✇✐❝❡ t♦ ❣❡t ❜❛❝❦

❬✱✶❪ ❬✱✷❪ ❬✱✸❪

❬✶✱❪ ✸ ✹ ✶

❬✷✱❪ ✺ ✻ ✷

❬✸✱❪ ✾ ✶✵ ✸

◆❡①t ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r♦✇ s✉♠ ♦❢ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ❝❛❧❧ ✐t ❛ ✈❡❝t♦r ❛✉①✳ ❚❤✐s ❛♣♣❧✐❡s
t♦ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ♥♦t t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❡♥❞ ❛♥❞ ❛t t❤❡
t♦♣ ❡♥❞✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ❛✈❡r❛❣❡ ♦♥❧② t✇♦ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ ✇❡✐❣❤ts
✵✳✼✺ ❛♥❞ ✵✳✷✺✳

❃ ❛✉① ❁✲ r♦✇❙✉♠s✭ t✭ t✭❡♠❜❡❞✭①✱ ✸✮✮✯❝✭✵✳✷✺✱✵✳✺✱✵✳✷✺✮ ✮ ✮

❃ ❛✉① ★t❤❡s❡ ❛r❡ ♦♥❧② ✸

❬✶❪ ✽ ✶✸ ✷✷

❃ ★❛♣♣❡♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥s ♦❢ t✇♦ ❡①tr❡♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛t t❤❡ t✇♦ ❡♥❞s

❃ ❞❡s✐♥t①❜ ❁✲ ❝✭✵✳✼✺✯①❬✶❪✰✵✳✷✺✯①❬✷❪✱ ❛✉①✱ ✵✳✷✺✯①❬♥✲✶❪✰✵✳✼✺✯①❬♥❪✮

❃ ❞❡s✐♥t①❜★ ❞❡s❂❞❡s✐r❡❞✱ ✐♥t❂✐♥t❡r✈❛❧✱ ①❜❂①❜❛r❂♠❡❛♥s

❬✶❪ ✺ ✽ ✶✸ ✷✷ ✸✷

❃ ❞❡s✐♥t①❜ ★❞❡s✐r❡❞ ♠❡❛♥s ✺ ✽ ✶✸ ✷✷ ✸✷✱ ◆♦✇ ✺ ❛s ❞❡s✐r❡❞

❬✶❪ ✺ ✽ ✶✸ ✷✷ ✸✷

❃ ♣r✐♥t✭ ✧♠❡❛♥✭①①✮✱♠❡❛♥✭❞❡s✐♥t①❜✮✱♠❡❛♥✭①✮✧✮ ★❛❧❧❂✶✻

❬✶❪ ✧♠❡❛♥✭①①✮✱♠❡❛♥✭❞❡s✐♥t①❜✮✱♠❡❛♥✭①✮✧

❃ ♣r✐♥t✭❝✭♠❡❛♥✭①①✮✱♠❡❛♥✭❞❡s✐♥t①❜✮✱ ♠❡❛♥✭①✮✮✮

❬✶❪ ✶✻ ✶✻ ✶✻

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s s❛t✐s✜❡❞✱ s✐♥❝❡
t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ❞❛t❛ ❛♥❞ ♠❡❛♥ ♦❢ ❞❡s✐r❡❞ ♠❡❛♥s ❡q✉❛❧ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ✶✻✳ ❚❤✐s
✐s ♥♦ ❛❝❝✐❞❡♥t✱ ❜✉t ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❞❡s✐❣♥❡❞ ✇❡✐❣❤ts ✇❤✐❝❤ ❢♦r❝❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♠❡❛♥s
♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r✈❛❧ t♦ ❜❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ xt ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ❤❡❧♣s ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❡r❣♦❞✐❝
t❤❡♦r❡♠ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❜② ♦✉r r❡s❛♠♣❧❡s✳

✻



❉r❛✇✐♥❣ r❛♥❞♦♠ q✉❛♥t✐❧❡ qt ∈ [z0, zT ] ❢r♦♠ ❡♠♣✐r✐✲
❝❛❧ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ▼❊ ❞❡♥s✐t②∈ [0, 1]

●✐✈❡♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝❞❢ ♦❢ ▼❊ ❞❡♥s✐t② ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠ ♣❛t❝❤❡s✱ ✇❡ ❥✉st ❞r❛✇
✾✾✾ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ✐✐❞ ✉♥✐❢♦r♠ ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❞♦♠❛✐♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ r❛♥❞♦♠
❞r❛✇ ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠ ❜❡t✇❡❡♥ ✵ t♦ ✶ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ t♦② ❡①❛♠♣❧❡ ✐s✿

♣❂❝✭✵✳✶✷✱ ✵✳✽✸✱ ✵✳✺✸✱ ✵✳✺✾✱ ✵✳✶✶✮
■ ✇✐s❤ ■ ❤❛❞ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦❧✉♠♥ ❢♦r s♦rt❡❞ ✉♥✐❢♦r♠ ❞r❛✇s ♣♣❂✭✵✳✶✶✱

✵✳✶✷✱ ✵✳✺✸✱ ✵✳✺✾✱ ✵✳✽✸✮ ✐♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ♣❛♣❡r ❢♦r ❝❧❡❛r❡r ❡①♣♦s✐t✐♦♥✳ ❆ ❝♦♠♣❧❡t❡
t❛❜❧❡ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t✳

❃ q❂r❡♣✭✵✱♥✮ ★♣❧❛❝❡ ❤♦❧❞❡r ❢♦r q

❃ ♣♣❂s♦rt✭♣✮ ★s♦rt❡❞ r❛♥❞♦♠ ❞r❛✇s

❃ ♣r✐♥t✭❝✭✧s♦rt❡❞ r❛♥❞♦♠ ❞r❛✇s✧✱ ♣♣✮✮

❬✶❪ ✧s♦rt❡❞ r❛♥❞♦♠ ❞r❛✇s✧ ✧✵✳✶✶✧ ✧✵✳✶✷✧

❬✹❪ ✧✵✳✺✸✧ ✧✵✳✺✾✧ ✧✵✳✽✸✧

■♥ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ✐✐❞ ❜♦♦tstr❛♣ ❡❛❝❤ xt ❤❛s ✶✴❚ ✭✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ T ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✮
❝❤❛♥❝❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡s❛♠♣❧❡✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ s♦♠❡ xt ♠✐❣❤t r❡♣❡❛t ❛♥❞
s♦♠❡ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ s♦♠❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❞r❛✇s
❢r♦♠ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❞❡♥s✐t②✳ ■♠♣♦s✐♥❣ s✐♠✐❧❛r r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✐♥ ♠❡❜♦♦t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s
❝❛❧❧❡❞ s❛t✐s❢②✐♥❣ ♠❛ss ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r✳

■❢ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r t❤❡ r❛♥❣❡ ❬❛✱❜❪✱ t❤❡♥ t❤❡ ✐ts
♠❡❛♥ ✐s ✭❛✰❜✮✴✷✳ ❚❤❡ ✜rst ✐♥t❡r✈❛❧ ✐s (−11, 6] ✇✐t❤ ✇✐❞t❤ ✶✼ ❛♥❞ ♠❡❛♥ −5/2✳
❙✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❚❂✺ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ t♦② ❡①❛♠♣❧❡✱ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r✈❛❧ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡
✶✴✺ ❂✵✳✷ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡s❛♠♣❧❡✳

❚❤❡ s♦rt❡❞ r❛♥❞♦♠ ❞r❛✇s ❛r❡ ✭✵✳✶✶✱ ✵✳✶✷✱ ✵✳✺✸✱ ✵✳✺✾✱ ✵✳✽✸✮✳ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs
❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ♣♣ ✈❛❧✉❡s ❧❡ss t❤❛♥ ✵✳✷ ✭❂✶✴♥ ♦r ✶✴❚✮ ❛r❡ t✇♦ ♥✉♠❜❡rs✿ ✵✳✶✶ ❛♥❞
✵✳✶✷✳ ❋✐rst ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❛♣♣r♦① ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡ ✐♥ I1 ✐♥t❡r✈❛❧ t♦ ❣❡t t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t✇♦ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡ qq❂−1.65,−0.8✳ ❚❤❡s❡ ❞♦ ♥♦t s❛t✐s❢② t❤❡
♠❡❛♥ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❚❤❡② ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t
✼✳✺ ✭❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❜♦✈❡✮ t♦ ②✐❡❧❞ ✺✳✽✺ ❛♥❞ ✻✳✼ ❛s t❤❡ t✇♦ q✉❛♥t✐❧❡s ♦❢ t❤❡ ▼❊
❞❡♥s✐t② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst t✇♦ s♦rt❡❞ r❛♥❞♦♠ ❞r❛✇s ✵✳✶✶ ❛♥❞ ✵✳✶✷✳

❃ ③❬✶❪ ★❢✐rst ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡

❬✶❪ ✻

❃ ①♠✐♥ ★s♠❛❧❧❡st

❬✶❪ ✲✶✶

✼



❃ ✵✳✺✯✭③❬✶❪✰①♠✐♥✮ ★❛✈❡r❛❣❡ ❢♦r t❤❡ ❢✐rst ✐♥t❡r✈❛❧

❬✶❪ ✲✷✳✺

❃ ❞❡s✐♥t①❜❬✶❪ ★❞❡s❂❞❡s✐r❡❞✱ ✐♥t❂✐♥t❡r✈❛❧✱ ①❜❂①❜❛r❂♠❡❛♥

❬✶❪ ✺

❃ ❞❡s✐♥t①❜❬✶❪✲✵✳✺✯✭③❬✶❪✰①♠✐♥✮★❛❞❥✉st♠❡♥t ❢♦r ❢✐rst ✐♥t❡r✈❛❧

❬✶❪ ✼✳✺

❚❤✉s t❤❡ ✜rst ✐♥t❡r✈❛❧ ❛❞❥✉st♠❡♥t ✼✳✺ ♠✉st ❜❡ ❛❞❞❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ❡q✉❛❧s
t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✈❛❧✉❡ s♦ t❤❛t ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ✇❡ s❛t✐s❢② ♠❡❛♥ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t✳

◆♦✇ ✇❡ t✉r♥ t♦ r❛♥❞♦♠ ❞r❛✇✭s✮ ✇❤✐❝❤ ❤❛♣♣❡♥ t♦ ❜❡ ❧❡ss t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦
✭✶✴❚❂✶✴✺✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ❤❛❧❢ ♦♣❡♥ ✐♥t❡r✈❛❧ I1 = (z0, z1]✳

❘ ❝♦♠♠❛♥❞s ❛♣♣r♦① ✭❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡✮ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤

❃ r❡❢✶ ❁✲ ✇❤✐❝❤✭♣♣ ❁❂ ✭✶✴♥✮✮ ★❤♦✇ ♠❛♥② ❛r❡ ❧❡ss t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ ✶✴✺ ✐❢ ♥❂❚❂✺

❃ r❡❢✶

❬✶❪ ✶ ✷

❃ ★ ❛♣♣r♦①✳ r❡t✉r♥s ❧✐st ♦❢ ♣♦✐♥ts ✇❤✐❝❤ ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✱

❃ ★❢✐rst ✐♥t❡r✈❛❧ r❡❢✶

❃

❃ ✐❢✭❧❡♥❣t❤✭r❡❢✶✮❃✵✮④

✰ qq ❁✲ ❛♣♣r♦①✭❝✭✵✱✶✴♥✮✱ ❝✭①♠✐♥✱③❬✶❪✮✱ ♣♣❬r❡❢✶❪✮✩②

✰ qq ★✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s

✰ ❛❞❥❂ ❞❡s✐♥t①❜❬✶❪✲✵✳✺✯✭③❬✶❪✰①♠✐♥✮

✰ ♣r✐♥t✭❝✭✧qq❂✧✱qq✱✧❛❞❥❂✧✱❛❞❥✮✮

✰ q❬r❡❢✶❪ ❁✲ qq

✰ ✐❢✭✦r❡❛❝❤❜♥❞✮ q❬r❡❢✶❪ ❁✲ qq ✰ ❞❡s✐♥t①❜❬✶❪✲✵✳✺✯✭③❬✶❪✰①♠✐♥✮

✰ ⑥

❬✶❪ ✧qq❂✧ ✧✲✶✳✻✺✧ ✧✲✵✳✽✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✶✧

❬✹❪ ✧❛❞❥❂✧ ✧✼✳✺✧

❃ ♣r✐♥t✭❝✭✧qq❂✧✱qq✮✮

❬✶❪ ✧qq❂✧ ✧✲✶✳✻✺✧ ✧✲✵✳✽✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✵✶✧

❃ ♣r✐♥t✭❝✭✧q✧✱q✮✮

❬✶❪ ✧q✧ ✧✺✳✽✺✧ ✧✻✳✼✧ ✧✵✧ ✧✵✧ ✧✵✧

✽



❙❡❝♦♥❞✱ ❚❤✐r❞ ❛♥❞ ❋♦✉rt❤ ✐♥t❡r✈❛❧s

■♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡ s♦rt❡❞ r❛♥❞♦♠ ❞r❛✇s ❛r❡ ♣♣ ❂✭✵✳✶✶ ✵✳✶✷ ✵✳✺✸ ✵✳✺✾ ✵✳✽✸✮ ❛♥❞
t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t r❛♥❣❡ ❧✐♠✐ts ❛r❡ ✭✵✱ ✵✳✷✱ ✵✳✹✱ ✵✳✻✱ ✵✳✽✱ ✶✳✵✮✳ ❈❧❡❛r❧② t❤❡ ✜rst t✇♦ ♣♣

✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst ✐♥t❡r✈❛❧ ✵ t♦ ✵✳✷ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐s I2 = (6, 10] ✇✐t❤ ✇✐❞t❤ ✹ ❛♥❞ ♠❡❛♥ 8 ❢♦r s♦rt❡❞ ♣♣ ✐♥

✭✶✴❚✱ ✷✴❚❪✳ ◆♦♥❡ ♦❢ ♦✉r ♣♣❂✭✵✳✶✶ ✵✳✶✷ ✵✳✺✸ ✵✳✺✾ ✵✳✽✸✮ ✐s ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✷ ❛♥❞ ✵✳✹✳
❚✇♦ ♣♣ ✈❛❧✉❡s ✵✳✺✸ ❛♥❞ ✵✳✺✾ ❛r❡ ❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ✵✳✹ t♦ ✵✳✻ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤

t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❛♥❞♦♠ ❞r❛✇✳ ❚❤❡ ♥❡①t s❡❝♦♥❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐s ✵✳✷ t♦ ✵✳✹
❛♥❞ ♥♦ ❞r❛✇ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ✵✻ t♦ ✵✳✽✳

❚❤❡ t❤✐r❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐s I3 = (10, 16] ✇✐t❤ ✇✐❞t❤ ✻ ❛♥❞ ♠❡❛♥ 13 ❢♦r s♦rt❡❞ ♣♣

✐♥ ✭✷✴❚✱ ✸✴❚❪✳ ❆❢t❡r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❞❥✉st♠❡♥t✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t✇♦ q✉❛♥t✐❧❡
✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✶✸✳✾ ❛♥❞ ✶✺✳✼✳

❚❤❡ ❢♦✉rt❤ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐s (16, 28] ✇✐t❤ ✇✐❞t❤ ✶✷ ❛♥❞ ♠❡❛♥ 22 ❢♦r s♦rt❡❞ ♣♣ ✐♥
✭✸✴❚✱ ✹✴❚❪✳ ◆♦ r❛♥❞♦♠ ❞r❛✇ ❤❡r❡✳

❃ ❢♦r✭✐✶ ✐♥ ✶✿✭♥✲✷✮✮④

✰ r❡❢✷ ❁✲ ✇❤✐❝❤✭♣♣ ❃ ✭✐✶✴♥✮✮

✰ ♣r✐♥t✭❝✭✧r❡❢✷✧✱r❡❢✷✱✧♣♣❬r❡❢✷❪✧✱ ♣♣❬r❡❢✷❪✮✮

✰ r❡❢✸ ❁✲ ✇❤✐❝❤✭♣♣ ❁❂ ✭✭✐✶✰✶✮✴♥✮✮

✰ ♣r✐♥t✭❝✭✧r❡❢✸✧✱r❡❢✸✮✮

✰ r❡❢✷✸ ❁✲ ✐♥t❡rs❡❝t✭r❡❢✷✱ r❡❢✸✮

✰ ♣r✐♥t✭❝✭✧r❡❢✷✸✧✱r❡❢✷✸✱✧s♦rt❡❞ ❞r❛✇ ♣♣❬r❡❢✷✸❪❂✧✱♣♣❬r❡❢✷✸❪✮✮

✰

✰ ✐❢✭❧❡♥❣t❤✭r❡❢✷✸✮❃✵✮④

✰ qq ❁✲ ❛♣♣r♦①✭❝✭✐✶✴♥✱✭✐✶✰✶✮✴♥✮✱ ❝✭③❬✐✶❪✱ ③❬✐✶✰✶❪✮✱ ♣♣❬r❡❢✷✸❪✮✩②

✰ ♣r✐♥t✭❝✭✧✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡ qq❂✧✱qq✮✮

✰ ❛❞❥❂ ❞❡s✐♥t①❜❬✲✶❪❬✐✶❪✲✵✳✺✯✭③❬✐✶❪✰③❬✐✶✰✶❪✮

✰ ♣r✐♥t✭❝✭✧qq❂✧✱qq✱✧❛❞❥❂✧✱❛❞❥✮✮

✰ q❬r❡❢✷✸❪ ❁✲ qq ✰ ❞❡s✐♥t①❜❬✲✶❪❬✐✶❪✲✵✳✺✯✭③❬✐✶❪✰③❬✐✶✰✶❪✮

✰ ♣r✐♥t✭❝✭✧q✧✱q✮✮

✰ ⑥

✰ ⑥

❬✶❪ ✧r❡❢✷✧ ✧✸✧ ✧✹✧ ✧✺✧ ✧♣♣❬r❡❢✷❪✧ ✧✵✳✺✸✧ ✧✵✳✺✾✧

❬✽❪ ✧✵✳✽✸✧

❬✶❪ ✧r❡❢✸✧ ✧✶✧ ✧✷✧

❬✶❪ ✧r❡❢✷✸✧ ✧s♦rt❡❞ ❞r❛✇ ♣♣❬r❡❢✷✸❪❂✧

❬✶❪ ✧r❡❢✷✧ ✧✸✧ ✧✹✧ ✧✺✧ ✧♣♣❬r❡❢✷❪✧ ✧✵✳✺✸✧ ✧✵✳✺✾✧

❬✽❪ ✧✵✳✽✸✧

❬✶❪ ✧r❡❢✸✧ ✧✶✧ ✧✷✧ ✧✸✧ ✧✹✧
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